
اول بخش ‐ Έکلاسی اطلاعات نظریه

شریف ͳصنعت دانشΎاه ‐ Έفیزی دانش΋ده پور‐ ͳوحیدکریم

١۴٠١ آذر ١٩

مقدمه ١

ͳتابع توان ͳم ͳتصادف متغیر این به باشد. {p(x1), p(x2), · · · p(xn} بااحتمالات ͳمتغیرتصادف Έی X = {x1, x2, · · ·xn} کنیدکه فرض

داد. زیرنسبت ش΋ل به

H(X) := −
n∑

x=1

p(x) log2 p(x). (١)

بناشده آن وتعبیرهای خواص و خوانند ͳم آنتروپی تابع را آن که تابع این برروی Έکلاسی اطلاعات نظریه تمام که گفت توان ͳم اغراق بدون

بفهمیم. را توابع این تعبیروتفسیرهای ثانیاً کنیم، رااستخراج آن به وابسته وتوابع تابع این ͳریاض خواص اولا˦ که است آن درس دراین ما هدف است.

درس این بخش درنخستین که است کاری این است. اطلاعات برای مناسبی سنجه تابع این دهیم نشان که است آن ب΋نیم باید که کاری نخستین

ͳریاض خواص ͳازبررس پس کنیم. ͳم ͳمعرف را متقابل اطلاعات و ͳشرط اطلاعات مثل ͳمفاهیم درس این بعدی های دربخش دهیم. ͳم انجام

پردازیم. ͳداردم وجود سازی فشرده این برای که حدی و اطلاعات سازی فشرده به ایم کرده ͳمعرف اطلاعات گیری اندازه برای که ͳتوابع

١



اطلاعات نظریه بنیانگذار شانون، کلاود :١ ش΋ل

اطلاعات واندازه مفهوم ٢

ͳمتغیرتصادف Έی اطلاعات ٢ . ١

Έی و بیفتد اتفاق دهیم ͳم نشان {x1, x2, · · ·xn} بامجموعه را آن مم΋ن یاپیشامدهای نتایج که X مثل ای واقعه یا آزمایش که کنید فرض

مقدار چه یا ایم، کرده حاصل اطلاع مقدار چه گر مشاهده یا ناظر عنوان به ما که بپرسیم توانیم ͳم صورت دراین شود. حاصل xi مثل معین نتیجه

که است ͳطبیع هستند. معلوم ها p(xi) ͳیعن وقوع احتمالات که است این ما فرض است. شده کاسته مم΋ن های نتیجه به نسبت ما یقین عدم از

ͳاطلاع مقدار نتیجه در و داریم نتیجه به نسبت که ͳیقین عدم میزان داد. خواهد رخ پیشامدی چه که گفت یقینا توان ͳنم احتمالات این دانستن با

باشیم داشته اگر مثال عنوان به است. احتمالات این از ͳتابع طبیعتا کنیم، ͳم دریافت خود مشاهده از که

P (x1) = 1, P (xi) = 0, i = 2, 3, · · ·N, (٢)

توانیم ͳم ͳتحلیل محاسبه با و قبل از زیرا کنیم،  ͳنم حاصل ͳاطلاع هیچ آزمایش مشاهده از ما و است معلوم قبل از ͳآزمایش هر نتیجه آنگاه

٢



باشیم داشته اگر اما شد. خواهد حاصل x1 نتیجه همواره که بΎوییم

P (xi) =
1

N
, (٣)

محاسبه با توانستیم ͳنم و نداشتیم قبل از که ͳدانش کند، ͳم اضافه ما دانش به که آید ͳم بدست نتیجه Έی دهیم ͳم انجام را آزمایش که هربار آنگاه

کمتروهرچقدرکه ایم کرده ماکسب که ͳاطلاع باشد بوده تر محتمل است پیوسته بوقوع که پیشامدی هرچقدرکه ازنظرشهودی برسیم. آن به ͳریاض

خودازوقوع اطلاع میزان اگر بنابراین بود. خواهد بیشتر ایم کرده ماکسب که ͳاطلاع و بیشتر آن ماازوقوع تعجب باشد دورازانتظاربوده پیشامد آن

باشد. داشته pi ͳیعن پیشامد آن وقوع احتمال با معکوس نسبت بایست ͳم hi که بΎوییم توانیم ͳم دهیم نشان hi با را xi پیشامد

{(xi, yj), i = 1 · · ·m, j = های زوج با را آن مم΋ن نتایج که شود (X,Y ) مستقل دوواقعه از مرکب آزمایش Έی که کنید فرض حال

با بود برابرخواهد (xi, yj) هرپیشامد احتمال دهیم نشان qj با را yj وقوع واحتمال pi با را xi وقوع احتمال هرگاه دهیم. ͳم نشان 1 · · ·n}

دوپیشامد که مورد دراین ما اطلاع میزان که انتظارداریم .h(piqj) با بود برابرخواهد کنیم ͳم کسب پیشامد این ازوقوع که ͳاطلاع ومیزان piqj

که انتظارداریم بنابراین کنیم ͳم کسب تنهایی به yj و تنهایی به xi پیشامد وقوع از که باشد ͳاطلاعات مجموع برابربا اند داده رخ yj و xi مستقل

h(piqj) = h(pi) + h(qj). (۴)

داشت: خواهیم بنابراین است لΎاریتم تابع باشد، ͳنزول ضمناً و کند رابرآورده فوق شرط که ͳتنهاتابع

h(pi) = logα
1

pi
, (۵)

دوحالته پدیدۀ Έی ازوقوع ما شده کسب اطلاع میزان که نهیم ͳقرارم کرد. تعیین بهنجارش شرط با توان ͳرام α ثابت است. ثابت α درآن که

. ٢ با شود ͳبرابرم α ثابت میزان درنتیجه .h(1/2) = 1 ͳیعن باشد، Έبرابربای الاحتمال متساوی

برابرخواهد کنیم ͳم درهربارکسب که اطلاع میزان و داد خواهد رخ xi بارنتیجه Npi متوسط طور به دهیم بارانجام N را X آزمایش Έی اگر

با: بود برابرخواهد کنیم ͳم کسب X ͳتصادف آزمایش نتایج وقوع از طورمتوسط به ما که ͳاطلاع میزان .log2( 1
pi
) با بود

H(X) = − 1

N

∑
x

Np(x) log2 p(x) = −
∑
x

p(x) log2 p(x). (۶)

H(X) بنابراین است مثبت تابع Έی p ∈ [0, 1] درفاصله p log 1
p تابع که کنید دقت شود. ͳم نیزخوانده شانون تابع یا آنتروپی تابع ، تابع این

٣



است. مثبت تابع Έی

کنید. پیدا آن برای را آنتروپی تابع سپس و کرده پیدا را ͳانگلیس حروف فرکانس گوگل، به مراجعه با تمرین:  n

ͳمتغیرتصادف دو اطلاعات ٢ . ٢

شود: ͳم زیرتعریف ش΋ل به ͳطورطبیع به اطلاعات یا آنتروپی تابع نباشند مستقل ازهم لزوماً که باشیم داشته (X,Y ) ͳدومتغیرتصادف هرگاه

H(X,Y ) := −
∑
x,y

p(x, y) log2 p(x, y) (٧)

.H(X,Y ) = H(X) +H(Y ) که دهد ͳم بالابدست رابطه ،p(x, y) = p(x)q(y) ͳیعن باشند مستقل ͳدومتغیرتصادف که ͳدرحالت

کنیم: ͳم تعریف که معنا این به یابد ͳم تعمیم ͳدومتغیرتصادف از بیش به ش΋ل همین به تعریف این

H(X,Y, Z) = −
∑
x,y,z

p(x, y, z) log2 p(x, y, z). (٨)

ͳشرط اطلاعات ٢ . ٣

Y مثل ͳتصادف متغیرهای از ͳ΋ی مقدار که کنید فرض گیریم. ͳم درنظر شود ͳم مشخص P (x, y) تابع آنهابا باتوزیع که X,Y ͳدومتغیرتصادف

y درآن که P (X|y) توزیع به شد خواهد وتبدیل شد خواهد عوض X ͳمتغیرتصادف توزیع صورت دراین .y با برابراست مقدار این و دانیم ͳم را

که: دانیم ͳم گیرد. ͳم بخود را مقادیرمتغیر X و پارامتراست Έی

P (x|y) := P (x, y)

p(y)
,

∑
x

p(x|y) = 1. (٩)

با: بود برابرخواهد X ͳمتغیرتصادف در باقیمانده اطلاعات درنتیجه

H(X|y) := −
∑
x

P (x|y) log2 P (x|y) (١٠)

۴



بΎیریم. متوسط H(X|yj) روی باید گذارد ͳم ͳباق X در اطلاعات مقدار چه Y از مقدار Έی دانستن متوسط طور به که بدانیم اگربخواهیم

داشت: خواهیم بنابراین

H(X|Y ) =
∑
y

p(y)H(X|y) = −
∑
x,y

P (y)P (x|y) log2 P (x|y)

= −
∑
x,y

P (x, y) log2 P (x|y) = −
∑
x,y

P (x, y) log2
P (x, y)

P (y)

= H(X,Y )−H(Y ). (١١)

را H(X|Y ) بود. خواهند نیزمثبت H(X|Y ) تابع ودرنتیجه H(X|y) تابع است مثبت H(X) تابع که ͳدلیل همان به که کنید دقت

توجه باید باشیم. دانسته را Y مقادیر ما هرگاه است Xدر باقیمانده اطلاعات میزان کننده بیان کمیت این و خوانیم ͳم Y به مشروط X اطلاعات

رسیم: ͳم زیر نتیجه به (11) ازرابطه .H(X|Y ) ̸= H(Y |X) ͳیعن نیست متقارن تابع این که داشت

H(X,Y ) = H(X|Y ) +H(Y ) = H(Y |X) +H(X). (١٢)

H(X|Y ) = H(X) درنتیجه و داشت نخواهد X در باقیمانده دراطلاعات تاثیری هیچ Y دانستن آنگاه باشند مستقل X,Y ͳدومتغیرتصادف اگر

. H(X,Y ) = H(X) +H(Y ) ،(12) بنابر و

نگذارد ͳباق Xدر ͳاطلاع هیچ ͳیعن کند نیزکفایت X دانستن برای Y دانستن که انتظارداریم باشند وابسته هم به کاملا̈ Y و X هرگاه بالعکس

دارد. ͳروشن شهودی معنای نیز رابطه این . H(X,Y ) = H(Y ) که معناست این به (12) رابطه به باتوجه که H(X|Y ) = 0 ͳیعن

متقابل اطلاعات ۴ . ٢

شود: ͳم زیرتعریف ش΋ل به Y و X ͳدردومتغیرتصادف متقابل اطلاعات

I(X : Y ) := H(X) +H(Y )−H(X,Y ). (١٣)

کرد: ͳزیربازنویس ش΋ل به را آن توان ͳم (12) رابطه به باتوجه است. متقارن Y و X ͳدومتغیرتصادف به نسبت کمیت این

I(X : Y ) := H(X)−H(X|Y ). (١۴)

به اطلاعات این Y بادانستن شد. ͳم سنجیده H(X) با Xدر موجود اطلاعات بدانیم، را Y مقدار ازآنکه قبل ؟ است چیزی چه معرف رابطه این

I(X : Y ) که داد خواهیم نشان بعداً کند. ͳم حمل X درباره Y که است ͳاطلاع میزان دو این تفاوت بنابراین کند. ͳم پیدا تقلیل H(X|Y )

۵



است. ͳنامنف کمیت Έی

مثال: عنوان به کرد. تعریف توان ͳم هم ͳشرط احتمالات برای را متقابل اطلاعات

I(X : Y |z) := H(X|z) +H(Y |z)−H(X,Y |z) (١۵)

نوشت: نیز زیر صورت به توان ͳم را احتمال توزیع Έی برای شانون آنتروپی اند. شده تعریف (١٠) رابطه با مطابق ͳشرط های آنتروپی آن در که

H(X) = −
∑
x

px log px = −⟨log px⟩, (١۶)

روی log 1
px

متوسط ،ͳاحتمال توزیع هر برای شانون آنتروپی ترتیب این به است. احتمال توزیع تابع همان به نسبت متوسط ⟨ ⟩ معنای آن در که

کرد: ͳبازنویس زیر صورت به نیز را ͳشرط آنتروپی توان ͳم تعبیر این از استفاده با است. احتمال توزیع تابع همان

H(X|Y ) = H(X,Y )−H(Y ) = −
∑
x,y

p(x, y) log p(x, y) +
∑
y

p(y) log p(y)

= −
∑
x,y

p(x, y) log p(x, y) +
∑
x,y

p(x, y) log p(y)

= −

⟨
log

p(x, y)

p(y)

⟩
. (١٧)

تابع ترین بزرگ روی متوسط مشابه روابط همه در ͳکل طور به است. p(x, y) توزیع تابع روی متوسط معنای به ⟨ ⟩ ها رابطه این در که کنید توجه

شود: ͳم نوشته زیر ساده صورت به Έکلاسی توزیع تابع دو متقابل اطلاعات چنین هم است. توزیع

I(X : Y ) = H(X) +H(Y )−H(X,Y ) = −

⟨
log

p(x)p(y)

p(x, y)

⟩
. (١٨)

منبع مثال:  n

X = {000(1/2), 111(1/2)} (١٩)

سوالات رشته توانیم ͳم H(X) = 1 داریم منبع این برای بΎیرید. نظر در دهند ͳم رانشان ها رشته احتمالات پرانتز داخل اعداد درآن که را

کنیم: زیرتنظیم ترتیب به خودرا

هستند؟ صفر اعداد همه آیا ‐ ١

رشته به رسیدن برای سوال Έی ͳیعن بریم. ͳم پی است درنظرگرفته کننده سوال که موردنظری رشته به ما خیر یا آری جواب درهردوصورت

۶



کند. ͳم کفایت نظر مورد

زیررادرنظربΎیرید: منبع حال

X = {000(1/4), 111(1/4), 001(1/4), 110(1/4)} (٢٠)

کنیم: زیرتنظیم ش΋ل به را خود سوالات توانیم ͳم حال

صفرهستند؟ ها بیت اکثریت آیا ‐ ١

هستند؟ هم مثل ها بیت همه آیا ‐ ٢

است. ٢ نیزبرابربا H(X) و رسیم ͳنظرم مورد رشته به دوسوال با صورت دراین

نظر مورد رشته که دانیم ͳم صورت این در است. 1 با برابر رشته این راست سمت رقم که است گفته ما به ͳکس قبل از که کنید فرض حال

است ͳکاف گیریم، ͳم نظر در Y مثل ͳتصادف متغیر Έی را آن که راست سمت رقم دانستن با اکنون است. {001, 111} های رشته از ͳ΋ی

داریم واق΄ در کنیم. پیدا دست نظر مورد رشته به سوال Έی تنها پرسیدن با که

H(X | 1) = 1, H(X | 0) = 1,−→ H(X|Y ) = 1. (٢١)

ͳم پیدا تقلیل ١ به ٢ از نظر مورد رشته به رسیدن برای لازم) های سوال (تعداد لازم اطلاعات شود، ͳم تعیین راست سمت رقم ͳوقت ͳیعن

با است برابر Y ، X متقابل اطلاعات که گوییم ͳم دلیل این به کند.

I(X : Y ) = H(X)−H(X | Y ) = 2− 1 = 1. (٢٢)

دو ما به ͳکس که کنید فرض حال است. داده اطلاع ما به رشته کل مورد در بیت Έی اندازه به راست سمت رقم Έی دانستن ترتیب این به

این در ماند. ͳنم ͳباق پرسیدن برای ͳسوال و شود ͳم تعیین کامل طور به رشته کل که بینیم ͳم صورت این در بΎوید. را راست سمت رقم

داریم: جا

H(X|00) = 0, H(X|01) = 0, H(X|10) = 0, H(X|11) = 0 −→ H(X|Y ) = 0 (٢٣)

داشت: خواهیم نتیجه در

I(X : Y ) = H(X)−H(X | Y ) = 2− 0 = 2. (٢۴)

٧



است. بیت ٢ با برابر و زیاد رشته کل و راست سمت رقم دو بین متقابل اطلاعات جا این در

اطلاعات توابع ͳریاض خواص ٣

آیند. ͳم بدست مهم ͳول ساده قضیه Έی از خواص این همه تقریباً کنیم. ͳم ͳبررس را اطلاعات توابع ͳریاض خواص بخش دراین

ست: ا ͳدلخواه احتمال توزیع تابع هر q آن در که کند ͳم صدق زیر رابطه در شانون انتروپی تابع : قضیه n

H(X) ≤ −
∑
x

p(x) log2 q(x). (٢۵)

باشند. ͳ΋ی احتمال توزیع دو که شود ͳبرقرارم ͳوقت فقط تساوی درآن که

کند: ͳم زیرصدق درخاصیت لΎاریتم تابع که داد نشان توان ͳم ،x− 1 تابع و لΎاریتم تابع کردن بارسم اثبات: n

lnx ≤ (x)− 1, (٢۶)

درنتیجه و x = q(x)
p(x) دهیم ͳقرارم حال شود. ͳبرقرارم x = 1 برای فقط تساوی درآن که

ln
q(x)

p(x)
≤ q(x)

p(x)
− 1, ∀ x, (٢٧)

درنتیجه .q(x) = p(x) که شود ͳبرقرارم ͳوقت فقط تساوی درآن که

∑
x

p(x) ln
q(x)

p(x)
≤

∑
x

q(x)−
∑
x

p(x) = 0, (٢٨)

لΎاریتم برای نه و است درست ln(x) برای فقط (٢۶) نامساوی که کنید دقت کنیم. ثابت خواستیم ͳم که است ای نامساوی همان که

پایه هر در که آوریم بدست ای رابطه و کنیم ضرب عددی هر در را آن طرفین توانیم ͳم ما (٢٨) رابطه آوردن بدست از پس ͳول . ٢ پایه در
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که کنید فرض حال است. صحیح لΎاریتم برای ای

∑
x

p(x) log
q(x)

p(x)
= 0. (٢٩)

بنویسیم: زیر صورت به را آن توانیم ͳم مناسب عدد Έی در رابطه این کردن ضرب با

∑
x

p(x) ln
q(x)

p(x)
= 0. (٣٠)

کنیم ͳم ͳزیربازنویس ش΋ل به را آن توانیم ͳم سپس

∑
x

p(x)
[
ln

q(x)

p(x)
− (

q(x)

p(x)
− 1)

]
= 0. (٣١)

این به جم΄ این صفرشدن هستند. باصفر مساوی یا تراز Έکوچ ͳΎهم پرانتز داخل جملات (27) بنابرنامساوی که کنیم ͳم دقت حال

ͳیعن .q(x) = p(x) ها i همه برای که است آن معنای به (26) نامساوی به باتوجه که برابرباصفرهستند جملات این همه که معناست

هستند. ͳ΋ی احتمال توزیع دوتابع

ی΋نواخت توزیع برای فقط مقداربیشینه واین logM با برابراست H =
∑M

x=1 p(x) log
1

p(x) اطلاعات تابع بیشینه مقدار : ١ نتیجه n

شود ͳم برقرار {p(x) = 1
M }

: داشت خواهیم درنتیجه . q(x) = 1
M دهیم ͳقرارم ͳقبل درقضیه اثبات: n

M∑
x=1

p(x) log
1
M

px
= H − logM ≤ 0, (٣٢)

.p(x) = 1
M که شود ͳبرقرارم ͳوقت فقط تساوی درآن که

زیربرقراراست نامساوی X,Y ͳمتغیرتصادف دو برای ١ پذیری جم΄ زیر خاصیت : ٢ نتیجه n

H(X,Y ) ≤ H(X) +H(Y ), (٣٣)

Property Subadditivity١
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باشند. مستقل متغیرهای X,Y که شود ͳبرقرارم ͳوقت فقط تساوی درآن که

داشت: خواهیم درنتیجه دهیم. ͳم نشان p(x, y) با دومتغیررا توزیع تابع : اثبات n

p1(x) :=
∑
y

p(x, y), p2(y) :=
∑
x

p(x, y). (٣۴)

: کنیم ͳم استفاده کردیم ثابت که ای قضیه واز گیریم ͳرادرنظرم q(x, y) := p1(x)p2(y) توزیع تابع حال

∑
x,y

p(x, y) log
q(x, y)

p(x, y)
≤ 0 (٣۵)

نیست چیزی کنیم ͳبازنویس ͳراوقت بالا نامساوی اما .p(x, y) = q(x, y) = p1(x)p2(y) که شود ͳبرقرارم ͳوقت فقط تساوی درآن که

جز

H(X,Y ) ≤ H(X) +H(Y ), (٣۶)

نوشت: نیز زیر ش΋ل به را آن توان ͳم که

H(X|Y ) ≤ H(X). (٣٧)

باره در چیزی ) کند ͳم کم X متغیر در موجود انتروپی از همواره Y مثل دیΎر ͳتصادف متغیر Έی دانستن که کند ͳم بیان واق΄ در نامساوی این

نامساوی معنای که بΎوییم توانیم ͳم بΎیریم Έکم روزمره ͳزندگ زبان از بخواهیم اگر دهد). ͳم افزایش را ما اطلاعات و گوید ͳم ما به آن

دردوجمله که است ͳاطلاعات کمترازمجموع بارد» ͳم وباران است هواابری فردا » درجمله موجود اطلاعات  : که است این مثال عنوان به (٣۶)

ͳهمبستگ Έی آن بودن ͳباران و هوا بودن ابری بین معمولا˦ که است آن امر این دلیل باشد. ͳم « است ͳهواباران فردا » و است» ابری فرداهوا »

فقط که ͳدوبرابرکس گوید ͳم ما به را جمله دو هر که ͳکس بنابراین بزنیم. حدس را ͳدوم وجود بتوانیم ͳاول از دهد ͳم اجازه ما به که دارد وجود

نیست. ͳکم و است ͳکلام مثال Έی طبیعتا مثال این دهد. ͳنم اطلاع ما به گوید ͳم ما به را ازجملات ͳ΋ی

آید. ͳم بدست ٢ نتیجه و متقابل اطلاعات ازتعریف نتیجه این است. ͳنامنف کمیت Έی متقابل اطلاعات نتیجه٣: n
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آوردن بدست برای که است این نسبی احتمال از منظور است: شده داده زیر جدول با مطابق ͳمتغیرتصادف دو نسبی احتمالات تمرین: n

شود. Έی با برابر احتمالات تمام مجموع که طوری کنید بهنجار را جدول درون اعداد بایست ͳم احتمال

y6 y5 y4 y3 y2 y1 p(x, y)

2 4 2 5 0 2 x1

5 1 0 6 3 0 x2

0 3 0 0 4 9 x3

1 7 4 3 1 3 x4

3 1 2 0 2 0 x5

0 5 3 2 7 0 x6

کنید. حساب را H(X,Y ) شانون آنتروپی تابع الف:

کنید. محاسبه را H(Y |X) و H(X|Y ) ،H(Y )، H(X) آنتروپی های تابع : ب

برای و P (x | y) ≤ P (x) باشیم: داشته متغیرها مقادیر از ͳبعض برای که دهید ارائه P (x, y) احتمال توزیع تابع Έی از ͳمثال تمرین: n

P (x | y) ≥ P (x). باشیم داشته دیΎر ͳبعض

P0(x) = λP1(x)+ (1− و احتمال توزیع دوتابع P2 و P1 اگر دیΎر عبارت به است. احتمال توزیع از محدبی تابع اطلاعات : قضیه n

آنگاه باشد آنها محدب ͳخط ترکیب λ)P2(x)

H0(X) ≥ λH1(X) + (1− λ)H2(X). (٣٨)

کند. ͳم آسان نیزدرذهن را آن ش΋ل یادماندن به که است پایین روبه محدب تابع Έی اطلاعات که گوییم ͳم اصطلاح به

توانید ͳم مثال عنوان به . شود ͳم آنتروپی افزایش باعث همواره احتمال توزیع تابع دو کردن مخلوط که است این نامساوی این ͳ΋فیزی معنای

ͳوضعیت دهنده نشان P2 و اند شده جم΄ ظرف Έی چپ طرف در همه گاز Έی های مول΋ول آن در که است ͳوضعیت دهنده نشان P1 که کنید فرض
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بر ظرف وسط از را کننده جدا دیواره ͳوقت که است ΀واض صورت این در اند. شده جم΄ ظرف راست طرف در ها مول΋ول همه آن در که است

های وضعیت به نسبت بیشتری انتروپی دارای جدید وضعیت این و و کنند ͳم اشغال را ظرف تمام ها مول΋ول که آید ͳم بوجود ͳوضعیت داریم ͳم

داشت خواهیم دهیم نشان Qm با را تعداد این اگر است: آمده مثال این در که است ͳمفهوم دهنده نشان (٣) ش΋ل است. ͳقبل

P1(x) P2(x)

P(x) =
1
2

P1(x) +
1
2

P2(x)

سمت در را ذرات حضور احتمال توزیع نیز P2(x) تابع دهد. ͳم نشان جعبه چپ سمت در را ذرات حضور احتمال توزیع P1(x) تابع :٢ ش΋ل

است چپ سمت در ذره دوم Έی احتمال با و راست سمت در ذره دوم Έی احتمال با داریم، ͳم بر را دیواره که ͳوقت دهد. ͳم نشان جعبه راست

است. ͳقبل توزیع توابع از محدبی ترکیب که 1
2P1(x) +

1
2P2(x) با است برابر حضور احتمال توزیع تابع و

داشت: خواهیم درنمادها ͳنویس خلاصه ͳباکم کنیم. ͳم استفاده کردیم ثابت که ای ͳاساس ازنامساوی بازهم : اثبات n

H0 − λH1 − (1− λ)H2
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=
∑

p0 log
1

p0
− λ

∑
p1 log

1

p1
− (1− λ)

∑
p2 log

1

p2

=
∑

(λp1 + (1− λ)p2) log
1

λp1 + (1− λ)p2
− λ

∑
p1 log

1

p1
− (1− λ)

∑
p2 log

1

p2

= λ
∑

p1 log
p1

λp1 + (1− λ)p2
+ (1− λ)

∑
p2 log

p2
λp1 + (1− λ)p2

≥ 0, (٣٩)

ایم. کرده استفاده ͳاساس ازنامساوی آخر درخط که

بΎیرید: نظر در زیر ش΋ل به احتمال توزیع تابع دو شوند، ͳم داده نشان 1 و 0 اعداد با آن روی دو که س΋ه Έی برای تمرین: n

{P (0) = 1/2, P (1) = 1/2}, , {Q(0) = 1/3, Q(1) = 2/3}. (۴٠)

کنید. تحقیق شانون آنتروپی برای را تحدب رابطه ͳدرست حال

قوی: پذیری زیرجم΄ خاصیت n

است: برقرار زیر نامساوی Z و X,Y ͳتصادف متغیر سه هر ازای به

H(X|Y, Z) ≤ H(X|Y ). (۴١)

مقدار Y مقدار بر علاوه اگر دیΎر عبارت به شود. ͳم شانون انتروپی کاهش باعث اضافه شرط ایجاد که کند ͳم بیان واق΄ در رابطه این

نوشت: توان ͳم نیز زیر صورت به را نامساوی این ماند. ͳم ͳباق X در کمتری اطلاعات کنیم، تعیین نیز را Z

H(X,Y, Z)−H(Y, Z) ≤ H(X,Y )−H(Y ) (۴٢)

نوشت: نیز زیر صورت به توان ͳم را احتمال توزیع Έی برای شانون آنتروپی اثبات: n

H(X) = −
∑
x

px log px = −⟨log px⟩, (۴٣)

log 1
px

متوسط ،ͳاحتمال توزیع هر برای شانون آنتروپی ترتیب این به است. احتمال توزیع تابع همان به نسبت متوسط ⟨ ⟩ معنای آن در که

کرد: ͳبازنویس زیر صورت به نیز را ͳشرط آنتروپی توان ͳم تعبیر این از استفاده با است. احتمال توزیع تابع همان روی

H(X|Y ) = H(X,Y )−H(Y ) = −
∑
x,y

p(x, y) log p(x, y) +
∑
y

p(y) log p(y)
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= −
∑
x,y

p(x, y) log p(x, y) +
∑
x,y

p(x, y) log p(y)

= −

⟨
log

p(x, y)

p(y)

⟩
. (۴۴)

شود: ͳم نوشته زیر ساده صورت به Έکلاسی توزیع تابع دو متقابل اطلاعات چنین هم

I(X : Y ) = H(X) +H(Y )−H(X,Y ) = −

⟨
log

p(x)p(y)

p(x, y)

⟩
. (۴۵)

نویسیم: ͳم کنیم. ثابت ͳبراحت شانون آنتروپی برای را قوی پذیری زیرجم΄ خاصیت که دهد ͳم ام΋ان ما به ͳبازنویس این

I(X,Z : Y ) = H(X,Z) +H(Y )−H(X,Z, Y ) = −

⟨
log

p(x, z)p(y)

p(x, y, z)

⟩
. (۴۶)

زیر: ی رابطه جز نیست چیزی قوی پذیری زیرجم΄ خاصیت که کنیم ͳم توجه منظور این برای

I(X : Y Z) ≥ I(X : Y ) (۴٧)

اطلاعات X باره در که کند ͳم Έکم ما به تنهایی به Y دانستن از بیش مسلما Y, Z دانستن دارد: نیز ͳروشن معنای شهودی نظر از که

آوریم ͳم بدست محاسبه ͳکم با رابطه این اثبات برای آوریم. بدست

I(X : Y Z)− I(X : Y ) = −

⟨
log

p(x)p(y, z)

p(x, y, z)
− log

p(x)p(y)

p(x, y)

⟩

= −

⟨
log

p(y, z)p(x, y)

p(x, y, z)p(y)

⟩

= −

⟨
log

p(x, y)

p(y)

p(y, z)

p(y)

p(y)

p(x, y, z)

⟩

= −

⟨
log

p(x|y)p(z|y)
p(x, z|y)

⟩
(۴٨)

جز: نیست چیزی آخر جمله کنیم، نگاه (۴۵) ی رابطه به اگر اما است. مثبت آخر عبارت که کنیم ثابت باید حال

∑
y

p(y)I(X : Z|y) ≥ 0, (۴٩)

است. مثبت همواره متقابل اطلاعات که ایم کرده استفاده این از آخری نامساوی در که
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Έکلاسی کانال تعریف ۴

کانال هرنوع آن مثال بهترین کند. ͳم تبدیل Y ͳتصادف آنزامبل به را X ͳتصادف آنزامبل Έی که است عملΎری Έکلاسی کانال Έی منظوراز

آن باورودی دقیقاً آن ͳخروج که است ͳکانال نوفه بدون کانال Έی نامیم. ͳم آن ͳراخروج Y و کانال ورودی را X است. Έکلاسی ͳمخابرات

ͳم تبدیل yj ∈ Y ͳخروج علائم به P (yj |xi) ِ معین بااحتمالات را xi ∈ X ورودی علائم دیΎری هرکانال آل ایده کانال بجزاین برابراست.

است شده ͳدرخروج علامت این منجربه ای xi علامت چه که این ͳشرط احتمال توانیم ͳم کنیم رادریافت yj علامت کانال ͳهرگاه درخروج کند.

داریم: درواق΄ کنیم. حساب را

P (xi|yj) =
P (xi, yj)

P (yj)
=

P (yj , xi)∑
xi
P (yj , xi)

=
P (yj |xi)P (xi)∑
xi
P (yj |xi)P (xi))

(۵٠)

P (x, y) تابع بودن متقارن از روابط این نوشتن در هستند. وهردومعلوم است کانال مشخصه P (yj |xi) و X منبع مشخصه P (xi) عبارت درآخرین

شود: ͳم روشن نمادگذاری مورد در زیر نکته به توجه با بودن متقارن این اما ایم. کرده استفاده اش مولفه دو به نسبت

به که P (X = x., Y = y) بنوسیم P (x, y) بجای باید ببریم ب΋ار ͳدقیق نمادگذاری بخواهیم اگر نمادگذاری: باره در نکته Έی n

ͳکم اما است ابهام بدون نمادگذاری این کند. اختیار را y مقدار Y ͳتصادف متغیر و x مقدار X ͳتصادف متغیر که است آن احتمال معنای

چرا P (x, y) = P (y, x) بنویسیم توانیم ͳم همواره چرا که فهیمد توان ͳم دو این مقایسه از است. ساده اول نمادگذاری است. ͳطولان

که است این رابطه این معنای واق΄ در که

P (X = x, Y = y) = P (Y = y,X = x).

شود: ͳم توصیف زیر ͳشرط احتمالات با Έکلاسی کانال Έی تمرین: n

P (0|0) = 1− p, P (1|1) = 1− q. (۵١)

صورت به ورودی آنزامبل هرگاه

X = {P (0) = a, P (1) = 1− a}, (۵٢)

کنید: حساب را زیر های کمیت سپس کنید. پیدا را ͳخروج آنزامبل

H(X), H(Y ), H(X|Y ), H(Y |X), I(Y : X), I(X : Y ). (۵٣)
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است. X ِ ورودی احتمالات از محدبی تابع I(X;Y ) کانال Έدری شده پردازش اطلاعات قضیه: n

و هستند کانال مشخصه درواق΄ P (y|x) ͳشرط احتمالات دهیم. ͳم نشان Y با را ͳخروج وآنزامبل X با را ورودی آنزامبل کانال Έدری

تابع دو ورودی آنزامبل برای هرگاه حال ندارند. ورودی های پیام احتمال به ͳوربط دهند ͳم نشان کانال درطول را y به x پیام تبدیل احتمال

تعاریف به باتوجه آنگاه درنظربΎیریم را P0(x) = λP1(x) + (1− λ)P2(x) ͳیعن آنها محدب جم΄ و P2(x) و P1(x) احتمال توزیع

زیر:

P (y) =
∑
x

P (y|x)P (x),

P (x, y) = P (y|x)P (x), (۵۴)

داشت خواهیم

P0(x, y) = λP1(x, y) + (1− λ)P2(x, y)

P0(y) = λP1(y) + (1− λ)P2(y). (۵۵)

شود. ͳم کامل قضیه اثبات اطلاعات تابع بودن محدب چنین هم و متقابل اطلاعات تعریف با روابط این باترکیب

بنویسید. کامل صورت به را اثبات این تمرین: n

کند: ͳم عمل زیر صورت به که بΎیرید نظر در کانال Έی تمرین: n

P (0|0) = 1− p, P (1|1) = 1− q. (۵۶)

بΎیرید: نظر در زیر صورت به را ورودی های آنزامبل

X0 := {P (0) = 1/2, P (1) = 1/2}, , X1 := {Q(0) = 1/3, Q(1) = 2/3}. (۵٧)

کنید. تحقیق متقابل اطلاعات برای را تحدب رابطه ͳدرست الف:

x1x2x3 های رشته از هرکدام مبداء در اینکه احتمال که کنید حساب کند دریافت را 000 ͳخروج رشته گیرنده مقصد،  در که هرگاه ب:
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است؟ چقدر باشند شده ارسال

خود به را ۶ تا ١ مقادیر که است طاس Έی انداختن از ͳناش Y درنظربΎیرید: زیر جدول مطابق را (X,Y ) ͳمتغیرتصادف جفت : تمرین n

کند. ͳاختیارم را b یا a مقادیر که است س΋ه Έی دومقدارمتفاوت نیز X و گیرد ͳم

6 5 4 3 2 1 (X,Y )

0.05 0.05 0.04 0.08 0.1 0.2 a

0.05 0.1 0.06 0.15 0.02 0.1 b

(58)

.I(X;Y ) و H(Y |X) ، H(X|Y ) ، H(X,Y ) ، H(Y ) ، H(X) : الف کنید: حساب را زیر های کمیت

نوفه درغیاب اطلاعات سازی فشرده ۵

الفبا تنهاازچهارحرف که است هایی متن ارسال ما هدف کنیدکه فرض است. ساده مثال Έی مطالعه اطلاعات سازی فشرده فهم کاربرای بهترین

که 1 و 0 های بیت با را فوق چهارگانه های حرف که است آن ها متن این ارسال برای روش Έاست.ی شده تش΋یل D و C, B, A های نام به

. کدکنیم زیر ترتیب به است، معمول دیجیتال درمخابرات

A −→ 00

B −→ 01

C −→ 10

D −→ 11. (۵٩)

طول درآن که کارببریم به کردن کد روش Έی توانیم ͳم آیا که است این سوال حال ایم. کرده مخابره دوبیت هرحرف ازای به صورت دراین

باشد؟ 2 کمتراز کنیم ͳم مخابره متوسط طور به که هایی بیت تعداد هرحرف ازای به
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شوند: ͳظاهرم زیر بااحتمالات یادشده های درمتن حروف این که کنید فرض

P (A) =
1

8
P (B) =

1

8
P (C) =

1

4
P (D) =

1

2
. (۶٠)

بریم: ͳکارم به زیررا کدگذاری روش حال

D −→ 0

C −→ 10

B −→ 110

A −→ 111. (۶١)

ایم کاربرده به حروف برای که را کدهایی متوسط طول اگر ͳول ایم کاربرده به دوبیت از بیش ازحروف ͳبعض برای کدگذاری روش دراین

با: برابراست متوسط طول این بود. خواهد توجه جالب نتیجه کنیم محاسبه

⟨l⟩ =
4∑

i=1

li × pi = 1× 1

2
+ 2× 1

4
+ 3× 1

8
+ 3× 1

8
=

7

4
. (۶٢)

ضمناً دهیم. کاهش 7
4 به 2 از ایم ب΋اربرده پیام مخابره برای که را هایی بیت رشته متوسط طول ایم توانسته مناسب کدگذاری Έی با بنابراین

اولیه متن به طوری΋تا به ها ازبیت ای وهررشته دربرندارد است شده مخابره که ͳمتن درباره ͳابهام نوع هیچ کدگذاری نحوه این که کنیم دقت باید

زیر رشته مثال عنوان به شود. ͳم بازگشایی

0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 1 0 1 1 1. (۶٣)

نیست تصور قابل آن بازگشایی برای دیΎری ومتن شود ͳم زیرگشوده متن به ابهام بدون

D C D D C D D B A. (۶۴)

Έی ͳول مانیست. بحث موضوع وفعلا̈ پرداخت خواهیم آن به آینده مادردرسهای که است ͳموضوع ی΋تاگشاهستند هایی کد نوع چه که این

بودبا: برابرخواهد آن حاصل کنیم حساب ذکرشده بااحتمالات را X = {A, B, C, D} ͳمتغیرتصادف آنتروپی هرگاه ذکرکنیم: راباید نکته مهم

H(X) =

4∑
i=1

pi log2(
1

pi
) =

1

2
× log2(2) +

1

4
× log2(4) +

1

8
× log2(8) +

1

8
× log2(8)

=
1

2
× 1 +

1

4
× 2 +

1

8
× 3 +

1

8
× 3 =

7

4
. (۶۵)
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است؟ ͳعموم خصلت Έی این آیا برابراست. درمتن موجود اطلاعات میزان با کاربردیم به که ای کدگزاری متوسط طول خاص مثال دراین بنابراین

دارد. بر در را سوال این به ͳپاسخ آن ضمیمه و درس این ادامه

بار این اما است شده تش΋یل احتمالات همان با ͳچهارحرف ساده الفبای همان از کنیم ذخیره خواهیم ͳم که ͳمتن که کنید فرض تمرین: n

احتمالات به ͳهمبستگ این : دارد وجود ͳهمبستگ Έی حروف بین که دانیم ͳم ضمنا کنیم. کد دوتایی صورت به را حروف خواهیم ͳم

است: شده مشخص زیر

P (y = x|x) = 5/8, P (y ̸= x|x) = 3/8. (۶۶)

کنید. محاسبه را دوتایی حروف تمام به مربوط احتمالات الف:

متوسط طور به حرف هر ذخیره برای لازم های بیت تعداد شود. حاصل ͳفشردگ بیشترین که کنید کد طوری را دوتایی حروف حال ب:

شد؟ ͳم چقدر حرف هر ذخیره برای لازم های بیت تعداد نداشت وجود ͳهمبستگ این اگر است؟ چقدر

. است دوتایی فقط ها ͳهمبستگ که کنید فرض بیاورید. بدست را تایی سه حروف تمام به مربوط احتمالات ج:

نحوی به بنویسید حروف این برای بهینه کد Έی است. شده تش΋یل شده نوشته احتمالات با زیر حروف از متن Έی که کنید فرض تمرین: n

شود. نگاشته حروف به ی΋تا صورت به ها Έی و صفر ای رشته هم و باشد پایین متوسط طول هم که

P (A) =
1

32
P (B) =

1

32
P (C) =

1

16
P (D) =

1

8
P (E) =

1

4
P (F ) =

1

2
(۶٧)

نحوی به بنویسید حروف این برای بهینه کد Έی است. شده تش΋یل شده نوشته احتمالات با زیر حروف از متن Έی که کنید فرض تمرین: n

شود. نگاشته حروف به ی΋تا صورت به ها Έی و صفر ای رشته هم و باشد پایین متوسط طول هم که

P (A) =
1

128
P (B) =

1

128
P (C) =

1

64
P (D) =

1

32

P (E) =
1

16
P (F ) =

1

8
P (G) =

1

4
P (H) =

1

2
(۶٨)
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نحوی به بنویسید حروف این برای بهینه کد Έی است. شده تش΋یل شده نوشته احتمالات با زیر حروف از متن Έی که کنید فرض تمرین: n

شود. نگاشته حروف به ی΋تا صورت به ها Έی و صفر ای رشته هم و باشد پایین متوسط طول هم که

P (A) =
1

256
P (B) =

1

256
P (C) =

1

128
P (D) =

1

128

P (E) =
1

128
P (F ) =

1

32
P (G) =

1

16
P (H) =

1

8

P (K) =
1

4
P (L) =

1

2
. (۶٩)

متن منبع که کنید فرض کرد. فشرده را X منبع Έدری موجود اطلاعات توان ͳم چΎونه ͳکل درحالت که بفهمیم خواهیم ͳم مثال بعدازذکراین

داده pi با ها متن دراین xi مثل هرحرف ظاهرشدن احتمال و شده اند تش΋یل A = {x1, x2, · · ·xN} هاازالفبای متن این که کند ͳم تولید هایی

از ͳتوان N که کنید فرض ͳسادگ برای درنظرگرفت. H(X) معین اطلاعات با ͳمتغیرتصادف Έی عنوان به توان ͳرام منبع Έی بنابراین شود. ͳم

A الفبای هرحرف توانیم ͳم کنیم هارامخابره متن بخواهیم مختلف حروف ظاهرشدن احتمالات به توجه اگربدون حال .N = 2n ͳیعن است 2

کنیم ͳم مصرف بیت Mn تعداد است حرف M شامل که متن هر برای صورت دراین کنیم. کدگذاری و1 0 های بیت از تای n رشته Έبای را

زیرب΋ارببریم. ترتیب به بهتری کدگذاری روش توانیم ͳم ͳول کنیم. ͳم مصرف بیت n الفبا هرحرف ازای به دیΎر عبارت یابه

m طول به هایی رشته ͳیعن کوچ΋تر رشته K به را تایی M رشته که کنیم ͳم ͳسع کنیم، کدگذاری را الفبا حروف تک تک اینکه جای به

داریم بنابراین . کنیم تقسیم

M = Km.

بایست ͳم تنها ما که است این نکته ͳول . Nm با برابراست ͳحرف m های رشته کل تعداد . است بزرگ ͳکاف اندازه به نیز m که کنید دقت

ظاهر ͳانگلیس نوشتارهای در مشخص فرکانس Έی با ͳانگلیس الفبای حروف از هرحرف که است درست مثال بعنوان کنیم. کد را نمونه های رشته

مثل ͳحرف mهایی رشته اما شود ͳم

AAAAAAAAAAAAAAAAAAA

یا

AAABBBBAAABBBAAABBB

توجه حروف ظاهرشدن فرکانس به تنها بل΋ه نداریم جملات معنای به کاری فعلا که کنید دقت شوند. ͳم ظاهر ندرت به که هستند هایی رشته

ͳفراوان نظر از ها رشته این که است این منظورما بل΋ه هستند نادر معنایی نظر از هایی رشته چنین که نیست این ما منظور بالا مثال دو در داریم.
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مثل ای رشته عوض در هستند. نایاب ظاهرشده حروف

ABQUQIPQUTNV IABURQOR (٧٠)

با را آن حروف ͳفراوان و کنیم انتخاب را ͳانگلیس متن Έی از بلند رشته Έی اگر اینکه ͳیعن است. نمونه رشته Έی حروف ͳفراوان نظر از

بΎیریم تا 32 تعداد ها فاصله و اضافه حروف با همراه را ͳانگلیس حروف تعداد اگر کنیم. ͳنم مشاهده ͳچندان اختلاف کنیم مقایسه بالا رشته

کنیم. کد بیت 5N با بایست ͳم N طول با رشته Έی ترتیب این به کنیم. کد توانیم ͳم بیت 5 با را حروف از کدام هر آنگاه

استفاده بلند ͳخیل طول با هایی کلمه کد آنها برای توانیم ͳم که ناچیزاست هاآنقدر ازرشته بسیاری ظاهرشدن احتمال که کنیم ͳم دقت حال

متن مخابره برای کمتری های بیت متوسط طور به تا کنیم استفاده کوتاه طول با هایی کدکلمه متعارف های رشته کردن کد برای عوض در و کنیم

به ͳحرف m هررشته در شود. ͳهام پیام شدن فشرده چقدرباعث آنها کدکردن و هاهستند؟ کدام متعارف های رشته اما کنیم. مصرف X منبع های

که قدر هر خواهدبود. xN آن حرف تا mpN و x2 آن حرف mp2 ،x1 آن حرف mp1 تعداد تقریب به باشد بزرگ ͳکاف اندازه به m که ͳشرط

رشته تعداد چه که کنیم ͳم سوال حال بود. خواهد کمتر متوسط مقادیر این حول ها حرف ͳواقع تعداد خیز و افت باشد، بیشتر m ͳیعن رشته طول

داشت خواهیم دهیم نشان Qm با را تعداد این اگر دارد. وجود m طول با متعارف

1 2 3 K

{ABCDEIOQUANUPNQPOURUOUQOJNNKLPQOIUTUQCITANQWERUPOURQRIZQAGUEZNBPO

کنیم. ͳم کد نمونه رشته Έی عنوان به را هرکدام سپس و تقسیم m طول با های رشته به را بلند رشته Έی :٣ ش΋ل
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Qm =
m!

(mp1)!(mp2)! · · · (mpN )!
(٧١)

lnm! = m lnm−m با است برابر بزرگ های m برای که lnm! = m lnm−m+ ln
√
2
√
πm استرلینگ تقریب از استفاده با اما

بنویسیم: توانیم ͳم

log2 Qm = log2(
m!

(mp1)!(mp2)! · · · (mpn)!
) ≈ m(

N∑
i=1

pi log2
1

pi
) ≡ mH(X) (٧٢)

است: شده زیرتعریف صورت به H(X) تابع درآن که

H(X) :=

N∑
i=1

pi log2(
1

pi
) (٧٣)

با بود برابرخواهد بسیارخوب باتقریب m طول با متعارف جملات تعداد بنابراین

Qm ≈ 2mH(X) (٧۴)

مسلم و کنیم کدگذاری 1 و 0 های بیت رشته Έی با را جملات این از هرکدام توانیم ͳم مقدارفوق، برابرباشدبا متعارف جملات تعداد اگر حال

که است این مثل است بوده حرف m دارای هررشته که ازآنجا .mH(X) با برابراست داریم کاراحتیاج این برای که هایی بیت تعداد که است

برای ها بیت ارسال در که گیریم ͳم نتیجه H(X) ≤ log2 N = n که ازآنجا ایم. ب΋اربرده بیت k := H(X) هرحرف مخابره برای درعمل

H(X) بیت n جای به هرحرف برای گوییم ͳم Block coding را آن که کدکردن روش بااین زیرا ایم داده انجام ͳمهم جویی صرفه پیام مخابره

کمتراست. nاز که ایم کرده مصرف بیت

توان ͳم چΎونه کرد؟ دقیق را حرف این توان ͳم چΎونه ͳول بود. نوفه بدون کدگذاری درمورد شانون قضیه ͳکل محتوای شد دربالاگفته که آنچه

توان ͳم هم این از بیش آیا شویم؟ ͳخطام مقدارمرتکب چه غیرمتعارف های رشته نکردن کد با داد؟ بدست متعارف های رشته از ͳدقیق تعریف

دهیم. بدست شده گفته مفاهیم از ͳدقیق ابتداتعاریف کنیم ͳم ͳسع سوالات این به ΁پاس برای کرد؟ فشرده را X منبع های پیام

است: شده تش΋یل شده داده های فرکانس با زیر حروف از شما استفاده مورد الفبای که کنید فرض تمرین: n
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k g h g f e d c b a

1/32 1/32 1/32 1/32 1/16 1/16 1/8 1/8 1/4 1/4 P (x)

(75)

بنویسید. بهینه و گشا ی΋تا کد Έی حروف این برای

تر دقیق طور به را آن از ͳناش نتایج و تعریف این خواهیم ͳم حالا بود. تقریبی بحث Έی متعارف یا نمونه های رشته باره در ما بحث کنون تا

کنیم. ͳبررس

متقابل واطلاعات ͳشرط اطلاعات به دوباره ͳنگاه ۶

تعریف توانیم ͳم جدید زاویه ازاین بیندازیم. متقابل واطلاعات ͳشرط اطلاعات به دوباره ͳنگاه توانیم ͳم سازی وفشرده متعارف های رشته بعدازفهم

ͳاگرکس که معناست این به حرف این .2mH(X) با برابراست ͳحرف m متعارف های رشته تعداد که یادگرفتیم پیداکنیم. H(X) تابع برای ͳمتفاوت

΁پاس که هایی سوال باپرسیدن «ͳسوال بیست » اصطلاح به مسابقه Έدری ازمابخواهد و باشد مادرنظرگرفته برای سوال عنوان به را معین رشته Έی

کردن سوال نحوه زیرابهترین کنیم. بارسوال mH(X) تعداد بایست ͳم حالت دربهترین پیداکنیم دست معین رشته آن به خیراست یا آری آنهاتنها

به وسرانجام 2mH(X)−2 ،2mH(X)−1 به را 2mH(X) و دهد ͳم کاهش ͳمقدارقبل نصف به را باقیمانده های رشته تعداد دران که است ای نحوه

ͳطولان هایی رشته داریم. H(X) آنتروپی با ͳتصادف متغیر Έی که کنید فرض دهیم. تعمیم زیر ش΋ل به توانیم ͳم را بالا مطالب دهد. ͳم تقلیل ١

برسیم. نظر مورد رشته Έی به توانیم ͳم سوال mH(X) پرسیدن با ما .2mH(X) با است برابر نمونه های رشته مجموعه گیریم. ͳم نظر در m طول با

مثل ربط با چیز Έی تواند ͳم دیΎر ͳتصادف متغیر این باشد. داده ما به Y مثل دیΎر ͳتصادف متغیر Έی از ͳاطلاع ͳکس که کنید فرض حال

رشته توزیع تابع صورت هر در باشد. امروز هوای وض΄ مثل ربط بی چیز Έی یا آن نظایر و رشته صفرهای تعداد یا رشته این راست سمت های رقم

در کند. ͳم پیدا تقلیل 2mH(X|y) به کنیم جستجو بایست ͳم که هایی رشته تعداد صورت این در کند. ͳم تغییر P (X | y) به P (X) از ها

مورد رشته به رسیدن برای لازم سوالات تعداد y مقدار دانستن بنابراین برسیم. نظر مورد رشته به توانیم ͳم سوال mH(X|y)   پرسیدن با نتیجه
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است. داده اطلاع ما به بیت mH(X)−mH(X|y) اندازه به y دانستن اینکه ͳیعن است. داده کاهش mH(X|y) به mH(X) از را x نظر

با است برابر آوریم ͳم بدست که چیزی کنیم، تقسیم m بر و بΎیریم، متوسط y روی اگر

I(X : Y ) = H(X)−H(X | Y ) (٧۶)

است. متقابل اطلاعات همان

رشته Y ͳتصادف متغیر و Έکلاسی کانال Έی ورودی های رشته X ͳتصادف متغیر که است ͳوقت نوع این از مشخص مثال مهمترین واق΄ در

کنیم ͳم سوال حال شود. دریافت y رشته و فرستاده x رشته که است این احتمال P (x, y) توزیع تابع کند. ͳم تعیین را کانال همان ͳخروج های

توانیم ͳم سوال تعداد چه با متوسط طور به یا داریم؟ شده ارسال رشته مورد در اطلاعات مقدار چه متوسط طور به باشد، شده دریافت y رشته اگر

فرستاده که ای رشته که دارد احتمال کنیم، ͳم دریافت را ای رشته ͳوقت که ͳمعن این به خطاست دارای کانال Έی معمولا بفهمیم. را ورودی رشته

.2mH(X|Y ) با است برابر ها رشته این تعداد متوسط طور به است. شده تبدیل رشته این به x رشته کانال، خطای اثر در بل΋ه نباشد رشته همین شده

رابطه روی از که معنا این به کند ͳم پیدا معنا جا این در گفتیم، بالا در که آنچه تمام است. شده دریافت رشته روی از x رشته یافتن ما هدف

نتیجه در و کند ͳم تعیین را ورودی رشته دقیقا ͳخروج رشته دانستن آنگاه نباشد، خطایی نوع هیچ دارای کانال اگر که فهمیم ͳم (٧۶)

H(X|Y ) = 0 −→ I(X : Y ) = H(X). (٧٧)

که رسد ͳم حدی به کانال خطای که ͳوقت نهایت در و شده بیشتر هم از ͳخروج و ورودی های رشته استقلال باشد، بیشتر کانال خطای که چه هر

داشت خواهیم شوند ͳم مستقل هم از رشته دو این

H(X|Y ) = H(X) −→ I(X : Y ) = 0. (٧٨)

متعارف های رشته از دقیق تعریف ٧

خواهیم طرح مثال این در که را ͳمفاهیم سپس و کنیم ͳم ͳبررس دقت به را مثال این است. مثال Έی از شروع بخش این فهم برای کار بهترین

این کند. ͳم تولید m = 18 طول به هایی رشته (۴) ش΋ل در شده داده نشان منبع کنید فرض دهیم. ͳم تعمیم دلخواه و ͳکل های حالت به کرد
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این رشته هر در دارد. را حرف دو این فقط شود ͳم ساخته آن از ها پیام این که الفبایی بنابراین شوند. ͳم تش΋یل B و A حرف دو از ها رشته

تعداد که دانیم ͳم است. مستقل هم از ای رشته هر در نیز ها حرف تولید احتمال و شوند ͳم تولید ش΋ل در شده داده نشان احتمالات با حرف دو

با: است برابر 18 طول به های رشته کل

N (m = 18) = 218 = 262144. (٧٩)

رشته تولید احتمالات به بایست ͳم سوال این به ΁پاس برای کند؟ ͳم تولید را هایی رشته نوع چه منبع این معمولا که کنیم ͳم سوال خود از حال

رشته چنین اما کند. ͳم تولید بالا ͳخیل احتمال با است شده تش΋یل A حرف از کلا که را AAAAA · · ·A مثل ای رشته منبع این کنیم. نگاه ها

احتمال با دارند را الفبا حرف دو از ͳمخلوط که AAAABBBAAABB · · ·B مثل هایی رشته از هرکدام عوض در است. نایاب بسیار ای

در کند. ͳم تولید را هایی رشته چنین فقط منبع این که است این مثل عملا که است زیاد آنقدر هایی رشته چنین تعداد ͳول کند ͳم تولید کمتری

است. m(1− p) = 6 با است برابر ها رشته این در B حرف متوسط تعداد و mp = 12 با برابر ها رشته این در A های حرف متوسط تعداد واق΄

تعداد ایم. خوانده نمونه های رشته را ها رشته این اول نگاه در دارند. بر در را حروف از متوسط تعداد این که هستند ͳنوع از نیز ها رشته بیشترین

با: است برابر ها رشته این

N0 =

(
18

12

)
= 18564. (٨٠)

چقدر ها رشته این تولید کل احتمال که پرسیم ͳم خود از حال است. Έکوچ ͳکم مم΋ن های رشته تعداد کل به نسبت عدد این خب اما

برابر دهیم ͳم نشان P0 با را آن که ها رشته این تولید کل احتمال شود،  ͳم تولید ( 23 )
12( 13 )

6 احتمال با نوع این از رشته هر که آنجا از است.

با: است

P0 = (
2

3
)12(

1

3
)6
(
18

12

)
= 0.1962. (٨١)

اش دلیل هستند. دیΎری نوع از ها رشته درصد ٨٠ حال هر به اما است. ای ملاحظه قابل رقم البته که هستند نوع این از ها رشته درصد ٢٠ ͳیعن

نمونه های رشته است بهتر دارند. B حرف تا ۶ و A حرف تا ١٢ تعداد دقیقا که ایم گرفته نظر در را هایی رشته فقط چون است روشن ͳخیل هم

را تعداد این حول خیز و افت میزان A های حرف تعداد میانگین بر علاوه که داریم احتیاج کار این برای کنیم. تعریف کمتری گیری سخت با را

با: است برابر خیز و افت میزان که دانیم ͳم بΎیریم. نظر در نیز

σ =
√
mp(1− p) =

√
18

2

3

1

3
= 2. (٨٢)
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A B A B B A B B A A A B B A A B A 

B B A B B A B A B B A B B A A B A 

A B A B A A A B B B A A A B A B A 
A A A A A A A A B B B A A B B B A 

P (A) = p =
2

3
<latexit sha1_base64="0axkY4GInmD4JZyxA5f/9fgkX4Y=">AAAB+3icbVBNS8NAEJ34WetXrEcvi0Wol5K0gl4KVS8eK9gPaEvZbDft0s0m7G7EEvJXvHhQxKt/xJv/xm2bg7Y+GHi8N8PMPC/iTGnH+bbW1jc2t7ZzO/ndvf2DQ/uo0FJhLAltkpCHsuNhRTkTtKmZ5rQTSYoDj9O2N7md+e1HKhULxYOeRrQf4JFgPiNYG2lgFxql6/NaVOv5EpOkkibVdGAXnbIzB1olbkaKkKExsL96w5DEARWacKxU13Ui3U+w1IxwmuZ7saIRJhM8ol1DBQ6o6ifz21N0ZpQh8kNpSmg0V39PJDhQahp4pjPAeqyWvZn4n9eNtX/VT5iIYk0FWSzyY450iGZBoCGTlGg+NQQTycytiIyxSUGbuPImBHf55VXSqpTdarlyf1Gs32Rx5OAETqEELlxCHe6gAU0g8ATP8ApvVmq9WO/Wx6J1zcpmjuEPrM8fiuCTfA==</latexit>

P (B) = q =
1

3
<latexit sha1_base64="6J7NglnoR+57hwUyHTbO6/W+uWQ=">AAAB+3icbVBNS8NAEJ3Ur1q/Yj16CRahXkrSCnoplHrxWMF+QBvKZrtpl242cXcjlpC/4sWDIl79I978N27bHLT1wcDjvRlm5nkRo1LZ9reR29jc2t7J7xb29g8Oj8zjYkeGscCkjUMWip6HJGGUk7aiipFeJAgKPEa63vRm7ncfiZA05PdqFhE3QGNOfYqR0tLQLLbKzYv6Q33gC4QTJ01q6dAs2RV7AWudOBkpQYbW0PwajEIcB4QrzJCUfceOlJsgoShmJC0MYkkihKdoTPqachQQ6SaL21PrXCsjyw+FLq6shfp7IkGBlLPA050BUhO56s3F/7x+rPxrN6E8ihXheLnIj5mlQmsehDWigmDFZpogLKi+1cITpFNQOq6CDsFZfXmddKoVp1ap3l2WGs0sjjycwhmUwYEraMAttKANGJ7gGV7hzUiNF+Pd+Fi25oxs5gT+wPj8AYx7k30=</latexit>

کند. ͳم صادر شده داده نشان احتمالات با را ١٨ طول به های رشته که منبع Έی :۴ ش΋ل

این از معیار انحراف Έی اندازه به A حرف تا ١٢ ͳیعن میانگین دقیق مقدار بر علاوه که کنیم تعریف طوری را متعارف های رشته اگر بنابراین

است برابر تعداد این دهیم. ͳم نشان N1 با را تعداد این بیاوریم. بدست میانگین های رشته از بهتری تعریف شاید دهند، جای خود در نیز را تعداد

با:

N1 =

14∑
x=10

(
18

x

)
= 105774. (٨٣)

احتمال چه اگر نیستند. احتمال هم همه ها رشته این که کنیم دقت باید جا این در است. چقدر ها رشته این تعداد کل احتمال که پرسیم ͳم خود از

با: است برابر کل احتمال این است. Έنزدی هم به آنها

P1 =

14∑
x=10

(
2

3
)x(

1

3
)18−x

(
18

x

)
= 0.7907. (٨۴)

١٨۵۶۴ عدد از را نمونه های رشته تعداد ایم توانسته است ١٨ به نسبت ٢ ِ کم مقدار که معیار انحراف Έی تنها گرفتن نظر در با بنابراین

انحراف دو معیار انحراف Έی جای به اگر که پرسیم ͳم خود از برسانیم. 0.7907 به 0.1962 از را کل احتمال و برسانیم ١٠۵٧٧۴ تعداد به
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آید. ͳم بدست ͳسادگ به ΁پاس شد. خواهد چه حاصل کنیم اختیار را ۴ میزان به ͳمعیاریعن

N2 =

16∑
x=8

(
18

x

)
= 199121, (٨۵)

و

P2 =

16∑
x=8

(
2

3
)x(

1

3
)18−x

(
18

x

)
= 0.9788. (٨۶)

نکته و کند ͳم تولید نوع این از هایی رشته درصد 97.88 احتمال با نظر مورد منبع دیΎر عبارت به هستند. نوع این از ها رشته تمام تقریبا ͳیعن

است. تا 218 = 262144 ͳیعن مم΋ن های رشته کل تعداد از کمتر هنوز N2 ͳیعن ها رشته این کل تعداد که است این مهم

به نمونه های رشته و است 18 با برابر رشته طول که ͳوقت را مختلف های رشته احتمال بیایید کنیم. توجه باید نیز دیΎر مهم خصلت Έی به

با: است برابر است x با برابر ها A تعداد آن در که هایی رشته کل احتمال کنیم. حساب شوند ͳم انتخاب معیار انحراف Έی اندازه

P (x) = (
2

3
)x(

1

3
)18−x

(
18

x

)
10 ≤ x ≤ 12 (٨٧)

با: است برابر احتمالات این معیار) انحراف Έی (با مختلف های x برای

P (10) = 0.1156 P (11) = 0.1682 P (12) = 0.1962 P (13) = 0.1811 P (14) = 0.1294. (٨٨)

اند. شده داده نشان (۵) ش΋ل در احتمالات این

کنیم، بیشتر را ها رشته طول که چه هر است. تقریبی ͳخیل ͳنواخت΋ی این البته است. نواخت Έی تقریبا احتمال توزیع تابع که رسد ͳم نظر به

خواهد برابر معیار انحراف Έی صورت این در که کنیم ͳم انتخاب 72 ، 18 بجای را ها رشته طول مثال عنوان به شود. ͳم تر دقیق ͳنواخت΋ی این

خواهیم ها رشته این برای است. ۵٢ تا ۴۴ از آنها x مقدار کنیم ͳم انتخاب معیار انحراف Έی با که ای نمونه های رشته نتیجه در .4 با بود

داشت:

P (x) = (
2

3
)x(

1

3
)72−x

(
72

x

)
44 ≤ x ≤ 52. (٨٩)

صریح طور به و

P (44) = 0.0589 P (45) = 0.0734 P (46) = 0.0862 P (47) = 0.0954 P (48) = 0.0993
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10 14131211

P

ͳم دیده دهد. ͳم نشان 18 طول به ای رشته در را ها A تعداد ͳافق محور کند. تولید را مختلف نمونه های رشته منبع که این احتمال :۵ ش΋ل

است. Έنزدی ی΋نواخت تابع Έی به توزیع تابع که شود

44 48474645

P

49 50 51 52

ͳم دیده دهد. ͳم نشان 72 طول به ای رشته در را ها A تعداد ͳافق محور کند. تولید را مختلف نمونه های رشته منبع که این احتمال :۶ ش΋ل

است. شده تر Έنزدی ͳخیل ی΋نواخت تابع به توزیع تابع که شود
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P (49) = 0.0973 P (50) = 0.0895 P (51) = 0.0772 P (52) = 0.0624. (٩٠)

اند. شده داده نشان (۶) ش΋ل در احتمالات این

بزرگ بسیار های طول برای و یابد ͳم ادامه ها رشته طول افزایش با روند این است. شده تر ی΋نواخت توزیع تابع که است معلوم وضوح به

آموزیم: ͳم را زیر های درس ها مثال این از شود. ͳم نواخت Έی واقعا توزیع تابع

نمونه های رشته کل احتمال تا بΎیریم نظر در میانگین رشته حول را معیار انحراف چند است ͳکاف بزرگ بسیار های طول برای ‐ Έی n

شود. Έنزدی Έی به خواهیم ͳم که هرچقدر

شوند. ͳم تولید مساوی تقریبا احتمال با نمونه های رشته این همه بزرگ بسیار های طول برای دو‐ n

رشته این تعداد کند. ͳم تولید نمونه های رشته فقط عملا منبع معیار انحراف چند گرفتن نظر در با و بزرگ بسیار های طول برای ‐ سه n

با: است برابر خوبی بسیار تقریب با نمونه های

Ntyp ≈ 2mH(X) (٩١)

احتمال با نیز ها رشته این از کدام هر و

2−mH(X) (٩٢)

شود. ͳم تولید

شهودی طور به را ٢ نمونه های رشته کنون تا کنیم. بیان ͳکل حالت برای تر دقیق زبان به توانیم ͳم گفتیم مثال این مورد در کنون تا که را آنچه

هیچΎاه xi تعداد که دانیم ͳم اما باشد. mpi با برابر آنها در xi حروف تعداد که هستند هایی رشته ها رشته این که ایم گفته و ایم کرده تعریف

Έی وجود تایی، m رشته Έی از م΋ان هر در اگر دارد. وجود میانگین مقدار این حول خیز و افت Έی همواره بل΋ه نیست مقدار این با برابر دقیقا

Έی با بزرگ های m حد در (و ای دوجمله احتمال تابع Έی با آنگاه بΎیریم، نظر در 1− pi احتمال با را آن نبود و pi احتمال با را xi مثل متغیر

.( (٨) (ش΋ل دهد، ͳم بدست σi =
√
mpi(1− pi) با برابر را آن واریانس و mpi با برابر را xi متوسط تعداد که هستیم روبرو (ͳگاوس تابع

Έی که پرسیم ͳم خود از بنابراین کنیم. تعریف بهتری ش΋ل به را متعارف یا نمونه های رشته بایست ͳم که است ΀واض ش΋ل همین روی از

ͳنم معیار یا اندازه و حد این بدون باشید. داشته وجود اندازه و حد Έی بایست ͳم حتما تعریف این در است؟  ای رشته چه دقیقا متعارف رشته

خیر؟ یا است نمونه رشته Έی آیا مثل رشته Έی که گفت دقیقا توان

typical sequence٢
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است mpi با برابر تعداد این متوسط بنابراین و کند ͳم تبعیت ͳگاووس احتمال تابع Έی از a مثل رشته Έی در xi های حرف تعداد :٧ ش΋ل

mpi متوسط مقدار با xi تعداد ها رشته از ͳخیل در است این دهنده نشان که دارد σi =
√
mpi(1− pi) اندازه به پهنا Έی توزیع تابع این ͳول

باشد. xi معین تعداد Έی دارای رشته Έی که است این احتمال pi(a) نمودار این در است. متفاوت

طول به های رشته در xj حروف تعداد دهید. نشان fj(α) با را رشته دراین xj حروف تعداد درنظربΎیرید. را α = α1α2α3 · · ·αm رشته

رشته متعارف رشته .σj :=
√

mpj(1− pj) با برابراست مقدارمتوسط این حول احتمال توزیع وواریانس mpj با برابراست متوسط طور به m

باشد. ͳمعین مقدار σj باواریانس درمقایسه mpj ͳیعن آن متوسط ازتعداد xj مثل ازحروف هرکدام ͳواقع تعداد تفاوت که است ای

برقرارباشد: زیر شرط اگر شود ͳم خوانده k-typical یا k نمونه رشته α رشته تعریف: n

| fi(α)−mpi√
mpi(1− pi)

|< k ∀ i = 1, 2, · · ·N. (٩٣)

دارد. اهمیت آنها یادگیری و دارند ͳوسیع ͳخیل کاربرد دامنه ها لم این داریم. احتمال نظریه در ساده ͳخیل لم دو به احتیاج خود بحث ادامه برای

:(Chebyshev inequlity) چبیشف اول نامساوی : اول لم n

صورت دراین . کند ͳاختیارم {p1, p2, · · · pN} بااحتمالات را {x1, x2, · · ·xN} مثبت مقادیر X ͳمتغیرتصادف که کنید فرض : الف

،α مثبت هرعدد ازای به
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P (X ≥ α) ≤ X

α
(٩۴)

است. X ͳتصادف متغیر متوسط X درآن که

: اثبات n

P (X ≥ α) =

∞∑
x=α

P (x) ≤
∞∑

x=α

x

α
P (x) ≤ X

α
. (٩۵)

:(Chebyshev inequlity) چبیشف دوم نامساوی : دوم لم n

k هرعدد ازای به صورت دراین کند. ͳاختیارم ͳیامنف مثبت دلخواه مقادیر X ͳمتغیرتصادف که کنید فرض حال

P ((X −X)2 ≥ k2σ2
x) ≤

1

k2
. (٩۶)

کند. ͳم اختیار را مثبت مقادیر متغیرفقط این گیریم. ͳدرنظرم را T = (X −X)2 ͳتصادف متغیر : اثبات

داریم: الف قسمت از .T = σ2
x که دانیم ͳم ضمناً

P (T ≥ α) ≤ T

α
. (٩٧)

آوریم: ͳم بدست k2σ2
x قراردهیم اخیر درنامساوی α جای به هرگاه

P ((X −X)2 ≥ k2σ2
x) ≤

σ2
x

k2σ2
x

=
1

k2
. (٩٨)

نوشت: توان ͳم نیز زیر ش΋ل به را نامساوی این

P (|X −X| ≥ kσx) ≤
1

k2
, (٩٩)
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.P (z) = 0.074 با برابراست ͳانگلیس های متن در آن یافتن احتمال و دارد را فرکانس کمترین Zحرف ͳانگلیس الفبای در تمرین: n

است؟ چقدر باشد داشته حضور z حرف k تعداد است، حرف N دارای که متن Έی در اینکه احتمال الف:

است؟ چقدر باشد داشته فاصله واریانس دو از کمتر اندازه به متوسط تعداد از تعداد این اینکه احتمال ب:

کنید. استفاده باشد p << 1 که است ͳوقت برای ای دوجمله توزیع حد که پواسون توزیع یا ای دوجمله توزیع از توانید ͳم راهنمایی:

آورید. بدست است N = 100, 000 که ͳوقت برای را ب قسمت جواب

ایم. کرده حساب را نمونه های رشته کل احتمال است. نمونه رشته تا T شامل ناحیه این دهد. ͳم نشان را نمونه های رشته وسط ناحیه :٨ ش΋ل

مراجعه متن به تر دقیق توضیح برای کنیم. حساب را نمونه های رشته تعداد توانیم ͳم باشد، نمونه رشته Έی رشته هر که را این احتمال هرگاه

کنید.

کنیم. ثابت نمونه های رشته باره در را ͳاساس قضیه سه توانیم ͳم مقدمات این از پس

باشد. بیشتر 1− ϵ از m طول به متعارف های رشته کل احتمال که کرد انتخاب چنان را k توان ͳم ϵ هر ازای به : اول قضیه n
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kعدد   که ناچاریم باشند نمونه رشته بیشتری تعداد بخواهیم اگر واق΄ در کنیم.  انتخاب m  از مستقل توانیم ͳم را k عدد که است این مهم نکته

طول به رشته Έی در نتیجه در رسد. ͳم نظر به ͳطبیع کاملا که کنیم تر فراخ نمونه رشته از را خود تعریف که این ͳیعن کنیم انتخاب تر بزرگ را

اما شود. ͳم بیشتر خیز و افت این ϵ شدن کمتر با که دارد خیزی و افت مقدار این حول بل΋ه نیست mpi   با برابر دقیقا   xi متوسط تعداد   m  

کند. ͳم میل صفر سمت به رشته خود طول با مقایسه در   خیز و افت این پهنای بزرگ، های m حد در داد خواهیم نشان که است این مهم نکته

های m حد در و است Έکوچ بسیار یابد ͳم افزایش m با متناسب که رشته خود طول به نسبت که است
√
m با متناسب گسترش این واق΄ در  

کند. ͳم میل صفر سمت به نسبت این بزرگ

از ͳ΋ی حداقل دادن رخ تعداد که است این با برابر احتمال این دهیم. ͳم نشان P0 با را نباشد متعارف α رشته Έی اینکه احتمال اثبات: n

گوناگون پیشامدهای احتمالات مورد در زیر رابطه به توجه با نکند. پیروی (٩٣) تعریف از مزبور رشته در الفبا حروف

P (AUB) ≤ P (A) + P (B)

داریم:

P0 ≤ Prob{| fi(α)−mpi√
mpi(1− pi)

|≥ k, i Έی حداقل برای } =

N∑
i=1

P (| fi(α)−mpi√
mpi(1− pi)

|≥ k). (١٠٠)

دهیم قرار اگر پس

ϵ =
N

k2
(١٠١)

که گیریم ͳم نتیجه چبیشف نامساوی از

P0 ≤
N∑
i=1

1

k2
=

N

k2
= ϵ. (١٠٢)

متن Έی از ͳتصادف طور به تایی m رشته Έی اگر بنابراین است. بیشتر 1 − ϵ از نمونه های رشته کل احتمال که گوید ͳم رابطه این

داریم: دهیم نشان Ptypical با را احتمال این اگر است. بیشتر مقدار این از باشد نمونه رشته این اینکه احتمال برداریم
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1− ϵ ≤ Ptypical ≤ 1. (١٠٣)

بیشتر ۶٠ . ٨ از باشد نمونه رشته Έی اینکه احتمال که گیریم ͳم نتیجه بΎیریم تا ٣٢ را ͳانگلیس الفبای حروف و k = 10 دهیم قرار هرگاه

باشد. مقدار این از بیشتر ͳواقع احتمال که است مم΋ن است. پایین حد Έی این که کنید دقت است.

the عبارت از بیشتری ͳفراوان ͳنگلیس ا زبان در eee مثل ͳحرف سه عبارت Έی که بینیم ͳم نکنیم، توجه جملات معنای به اگر نکته: n

چند هجاهای معمولا بهتر سازی فشرده برای و عمل در که است دلیل همین به دارد. دیΎر حرف دو از بیشتری ͳفراوان e حرف زیرا دارد

دهند. ͳم انجام آنها ͳفراوان اساس بر را سازی فشرده و گیرند ͳم نظر در تر بزرگ الفبای Έی عنوان به را ͳحرف

کند: ͳم صدق زیر نامساوی در باشد نمونه رشته Έی α مثل مشخص رشته Έی که این احتمال دوم: قضیه n

2−mH−A
√
m ≤ P (α ∈ typical) ≤ 2−mH+A

√
m. (١٠۴)

آن در که

A = −k

N∑
i=1

√
pi(1− pi) log pi. (١٠۵)

گوید ͳم رابطه این نتیجه در و کند ͳم میل صفر سمت به اول رشته با مقایسه در دوم جمله (m >> 1) ͳیعن ، ͳطولان های رشته حد در

با برابراست احتمال این و ندارد رشته آن نوع به ͳبستگ باشد نمونه رشته Έی α مثل خاص رشته Έی که این احتمال که

P (α ∈ typical) = 2−m[H(X)+δm] (١٠۶)

آن در که

lim
m−→∞

δm = 0. (١٠٧)

α به ͳبستگ باشد نمونه α رشته اینکه احتمال زیرا است، ی΋نواخت نمونه های رشته روی احتمال توزیع تابع که است این رابطه این معنای

دارد. ͳبستگ X منبع انتروپی به تنها و ندارد
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را باشد ͳرنگ ناحیه درون رشته Έی که این احتمال ، ͳیعن باشد، نمونه رشته Έی که این احتمال کنیم. ͳم نگاه (٨) ش΋ل به اثبات: n

برای آن از و کنیم ͳم حساب ͳمتفاوت شیوه به را احتمال این هم دیΎر بار Έی حال ایم. کرده حساب چبیشف قضیه از استفاده با بار Έی

به توانیم ͳم کند. ͳم تولید را ها رشته ͳتصادف صورت به منبع Έی کنید فرض کنیم. ͳم استفاده نمونه های رشته تعداد آوردن بدست

است مم΋ن و شوند ͳم Έشلی ͳتصادف صورت به که هستند دارت بازی Έی تیرهای صورت به ها رشته که کنیم تصور مجازی صورت

که بپرسیم خود از توانیم ͳم ، ایم کرده اشاره آن به درس این ابتدای از که ای ساده مثال در نکنند. یا کنند اصابت ͳرنگ ناحیه درون به

از مستقل را حروف که هرگاه است؟   چقدر α = AABBCDBDADDAABCCCC مثل معین تایی m رشته Έی تولید احتمال

با است برابر سوال این ΁پاس بΎیریم هم

P (α) = pApApBpBpCpD · · · .

با: برابراست α مثل رشته Έی پیداکردن احتمال ͳکل حالت در بنابراین

P (α) = p
f1(α)
1 p

f2(α)
2 · · · pfN (α)

N . (١٠٨)

پس است. نمونه حتما آنوقت کنند صدق (٩٣) نامساوی در آن fi(α) پارامترهای اگر ͳول نیست نمونه الزاما نوع این از دلخواه رشته Έی

بیاوریم: بدست زیر طریق به توانیم ͳم را بΎیرد) قرار ͳرنگ ناحیه درون در ͳیعن) باشد نمونه رشته این اینکه احتمال

logP (α) =

N∑
i=1

fi(α) log pi (١٠٩)

ͳم بدست کند، ͳم معکوس را نامساوی جهت بنابراین و است ͳمنف عدد Έی log pi که نکته این به توجه و (93) با ترکیب ودرنتیجه

آوریم:

N∑
i=1

(mpi + k
√
mpi(1− pi)) log pi ≤ logP (α ∈ typical) ≤

N∑
i=1

(mpi − k
√

mpi(1− pi)) log pi. (١١٠)

دهیم ͳقرارم حال

A := −k

N∑
i=1

√
pi(1− pi) log pi. (١١١)

آید: ͳزیردرم ش΋ل به ͳقبل نامساوی درنتیجه

−mH −A
√
m ≤ logP (α ∈ typical) ≤ −mH +A

√
m, (١١٢)
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گیریم ͳم نتیجه ازآن که

2−mH−A
√
m ≤ P (α ∈ typical) ≤ 2−mH+A

√
m. (١١٣)

ͳیعن آوردیم بدست را باشد نمونه رشته Έی که این احتمال برای پایین و بالا حد Έی بنابراین

Pmin ≤ P (α ∈ typical) ≤ Pmax, (١١۴)

آن در که

Pmin = 2−mH−A
√
m, Pmax = 2−mH+A

√
m. (١١۵)

آنگاه دهیم نشان T با را نمونه های رشته کل تعداد هرگاه سوم: قضیه n

(1− ϵ)2mH−
√
mA ≤ T ≤ 2mH+

√
mA. (١١۶)

اثبات: n

داریم: باشیم کرده گذاری شماره T تا 1 از را آنها و باشیم داشته رشته تا T تعداد اگر

Ptypical = P (α1 ∈ typical) + P (α2 ∈ typical) + · · ·P (αT ∈ typical). (١١٧)

ایم. کرده تعیین آن برای حدودی اول قضیه در ما که باشد نمونه رشته Έی که است این ͳکل احتمال واق΄ در Ptypical

که ایم کرده ثابت دوم قضیه در اما

Pmin = 2−mH−A
√
m ≤ P (α ∈ typical) ≤ 2−mH+A

√
m = Pmax (١١٨)

آوریم ͳم بدست رابطه دو این ترکیب با بنابراین

TPmin ≤ Ptypical ≤ TPmax (١١٩)
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یا

(2−mH−A
√
m)T ≤ Ptypical ≤ T (2−mH+A

√
m). (١٢٠)

که ایم کرده ثابت اول قضیه در اما

1− ϵ ≤ Ptypical ≤ 1 (١٢١)

آوریم: ͳم بدست اخیر های نامساوی مناسب ترکیب با

(1− ϵ)2mH−
√
mA ≤ T ≤ 2mH+

√
mA. (١٢٢)

را شانون آنتروپی تابع آورید. بدست را ͳانگلیس مختلف حروف فرکانس دانید ͳم که دیΎری منبع هر یا وی΋یپدیا از استفاده با تمرین: n

های کمیت سپس کنید. حساب آن برای را A(X) = k
∑

i

√
pi(1− pi) log2 pi تابع سپس کنید. حساب ͳتصادف متغیر این برای

. کنید رسم kوm مقدار دو از ͳتوابع عنوان به را ها کمیت این کنید. وmحساب k مختلف مقادیر برای را 2−mH−
√
mA و 2−mH+

√
mA

بΎیرید. نظر در را است شده داده (۶٠) رابطه در که الفبایی تمرین: n

حروف تعداد متوسط به نسبت واریانس تا چند تا که کنید حساب باشد. بیشتر 0.95 از نمونه های رشته کل احتمال که خواهیم ͳم الف:

بΎیریم؟ نظر در نمونه های رشته جز بایست ͳم را

ها رشته این که کنید حساب کنید. حساب نمونه های رشته کل تعداد برای را پایین و بالا حدود باشد، 100 با برابر ها رشته طول اگر ب:

کنیم. فشرده را آنها توانیم ͳم چقدر ͳیعن کنیم کد توانیم ͳم بیت تا چند با را

کنید. حساب نیز است 500 با برابر ها رشته طول که ͳوقت برای را سازی فشرده مقدار ج:

دهید. انجام نیز (۶٧) رابطه در شده ͳمعرف الفبای برای را ͳقبل تمرین تمرین: n

دهید. انجام نیز (۶٩) رابطه در شده ͳمعرف الفبای برای را ͳقبل تمرین تمرین: n
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0 x1

010 x2

01 x3

10 x4

دیΎرند های کلمه کد پیشوند های کلمه ازکد ͳبعض درآن که کد Έی از ͳمثال :١ جدول

ضمیمه ٨

کلمه راست سمت ستون درآن که کنید. توجه Έی شماره جدول به مثال برای است. گشایی کد ی΋تایی هستیم مواجه باآن که ای مسئله اولین

های پیام از هرکدام برای کدی به را آن توانیم ͳم کنیم دریافت را 010 پیام کد هرگاه حال دهد. ͳم نشان هارا کلمه کد چپ سمت ستون و ها

از ͳاساس صفت Έی باید نخست نیست. خوبی گذاری کد و است زیاد ابهام دارای گذاری کد نوع این درنتیجه کنیم. تعبیر x2, x3x1, x1x4

کنیم. مشخص را کدگذاری هرنوع

باشد. پیام Έی با حداکثرمتناظر پیام کد هر اگر گشاست ی΋تا کد Έی : تعریف

نباشد. دیΎری کلمۀ کد پیشوند کلمه ای کد هیچ کنیم تقاضا که است آن گشا ی΋تا های کد نوشتن برای راه Έی

و است دلخواه C درآن که نوشت B = AC صورت به بتوان را B اگر شود ͳم خوانده B کلمه کد Έی پیشوند A کلمه کد Έی تعریف:

است. x2 پیشوند نیز x3 است. x3 و x2 پیشوند x1 (1) درجدول باشد. کلمه کد Έی خود که ندارد ͳلزوم

شود. ͳم خوانده ای لحظه کد Έی نباشد دیΎری کلمه کد پیشوند ای کلمه کد هیچ درآن که کد Έی : تعریف

است. ای لحظه کد Έی زیر کد : مثال

نیست. درست قضیه این معکوس البته ست. گشا ی΋تا ای لحظه هرکد که است آن ها کد نوع این درمورد مهم نکته
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0 x1

100 x2

101 x3

11 x4

ای لحظه کد Έازی ͳمثال :٢ جدول

0 x1

01 x2

نیست. ای لحظه ͳول شود ͳم گشوده ی΋تا طور به که کد Έی :٣ جدول

رشته مثل ͳپیام کد هرگاه کنید. دقت ٢ درجدول شده داده نشان کد به بازهم

1 0 1 1 1 0 1 0 0 1 0 1 (١٢٣)

کنیم: بازگشایی زیر پیام صورت به را آن توانیم ͳم تنها کنیم دریافت چپ به راست از را

x3 x4 x1 x2 x3. (١٢۴)

بΎیرید: درنظر را (٣) جدول در شده داده نشان کد حال

کنیم ͳم دریافت که را ای رشته هر زیرا شود. ͳم گشوده ی΋تا طور به کد این وجود بااین است. x2 پیشوند x1 زیرا نیست ای لحظه کد این

زیر: رشته مثل اند، قرارگرفته منفرد های 1 آن جاهای ͳدربعض که هاست 0 از ای رشته

0 0 1 0 0 0 1 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 1. (١٢۵)

زیراست: پیام برای کدی و است گشایش قابل ͳآسان به ای رشته چنین

x1 x2 x1 x1 x2 x2 x2 x1 x1 x1 x1 x2. (١٢۶)

پردازیم. ͳنم آنها به درس این در ما ͳول دارد، وجود ͳ΋سیستماتی های روش گشا ی΋تا کدهای ساختن برای

٣٩



ͳقدردان ٩

کردند. یادآوری من به را آن متعدد اش΋الات و خوانده دقت به ١۴٠١ ماه آذر در Έفیزی دانش΋ده دانشجوی محمدی حسین آقای را درسنامه این

کنم. ͳم تش΋ر ایشان از بزرگ لطف این برای

۴٠


